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 3D merilniki 
 parametrične korekcije 







Razvoj industrije je prinesel vse večje povpraševanje po merjenju in zaznavanju površin s 
3D-merilniki. Ena izmed modernih in vse bolj pogosto uporabljenih tehnik je metoda 
merjenja površine s projiciranjem fazno zamaknjenih sinusnih vzorcev, ki jih zajemamo s 
kamero. Odlikuje jo hitrost in natančnost zajemanja 3D-oblike površine. Za izboljšanje 
rezultatov je potrebno izvesti kalibracijo celotnega merilnega sistema. Kalibracija kamere je 
dobro raziskan in uveljavljen postopek, ki dosega odlične rezultate. Kalibracijo projektorja 
raziskovalci obravnavajo kot inverzno kamero, kar zaradi zamika optične linije ali 
netelecentričnosti projektorja privede do netočnosti kalibracije. Za doseganje večje 
natančnosti kalibracije večina člankov obravnava kamero in projektor kot skupen sistem, ki 
pri različnih metodah kalibracije privede do bolj ali manj natančnih rezultatov. Pristopi h 
kalibriranju opisane metode se delijo na tabelarični pristop korigiranja vsake točke posebej 
in parametrični pristop korigiranja točk s funkcijskim popisom tangencialne in radialne 
distorzije. Pristopa se poleg metode razlikujeta tudi v natančnosti rezultatov, trajanju 





















 3D measurement systems 
 parametric distortion corrections 







Industrial development has brought increasing demand for 3D measurement systems. One 
of the modern and commonly used techniques consists of fringe projections cast by projector 
and captured by camera. It is distinguished by its speed and accuracy of capturing 3D images. 
In order to improve its results it is necessary to perform calibration of the entire measurement 
system. Camera calibration is well-researched and explained process achieving excellent 
results. Projector calibration is regarded as the calibration of the reverse camera, which is 
not quite suitable because optical offset of the projector and causes inaccurate calibration. 
To achieve greater calibration accuracy most articles approach camera and projector as 
combined system which leads to more or less precise results from different calibration 
techniques. Calibration approaches are divided in to construction of lookup tables with 
corrections for each separate pixel and parametric distortion model which uses mathematical 
models of radial an tangential distortion to correct each pixel. Approaches differ in accuracy, 
speed and convenience of measurement and results or the type of additional equipment in 
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Seznam uporabljenih simbolov 
Oznaka Enota Pomen 
   
𝐼𝑖(𝑥, 𝑦)  Intenziteta posameznega profila 
𝐼′(𝑥, 𝑦)   Povprečna intenziteta 
𝐼''(𝑥, 𝑦)  Modulacija intenzitete 
𝜙  Faza zamika 
k  Celo število, ki ponazarja število periode 
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DLP Digital light processing – digitalna obdelava svetlobe 
DMD Digital Micromirror Device – digitalna mikrozrcalna naprava 
LED Light-emitting diod – svetleča dioda 














Merjenje 3D-površin je v industriji postalo pomembna panoga, zato so se razvile različne 
tehnike, ki zajemajo prostorske podatke o merjenih površinah. Za izvajanje meritev 3D-
površin se uporabljajo merilniki, katerih naloga je generirati čim bolj točen 3D-model 
merjene površine. Model je sestavljen iz oblaka točk, skozi katere se napne površine ter tako 
rekonstruira obliko merjenega objekta. Večina 3D-merilnikov naenkrat ne zajame celotne 
oblike merjenca, zato je potrebno večje število meritev, pridobljenih z vseh strani merjenca. 
Vse meritve se nato združi in poravna med sabo glede na referenčni sistem, ki tako omogoča 
gladek prehod med meritvami. 
Cilj te naloge je raziskati postopke kalibriranja sistema digitalnega projektorja in kamere za 
kasnejši razvoj lastne metode, ki bo poenostavila kalibracijski postopek in ob tem 
zagotavljala primerno natančnost in kratek čas izvedbe kalibracije. Zmanjšati želimo  
sistematične pogreške, ki se pojavljajo predvsem kot posledica distorzije projektorja. 
V zaključni nalogi so predstavljeni različni principi kalibriranja digitalnega projektorja 
svetlobnih vzorcev, ki se v večini primerov povezuje s kamero in se uporablja za merjenje 
prostorskih podatkov površine. V drugem poglavju so zajete teoretične osnove, ki so 
pomembne za razumevanje delovanja merilnega sistema. Najprej je predstavljeno delovanje 
DLP-projektorja, nato je opisan postopek zajemanja prostorskih podatkov s sistemom 
digitalnega projektorja in kamere. Sledi opisan točkovni model kamere, ki je temelj za 
povezovanje projiciranih in fotografiranih točk. Sledijo jim poglavja o optičnih aberacijah, 
med katerimi je v našem primeru najbolj pomembno razumevanje in korekcija distorzije. Na 
koncu je opravljen pregled literature, v kateri so opisani postopki kalibracij objavljeni v 
različnih člankih ter njihova primerjava. Metode opisujejo postopke, kako so avtorji teh 
člankov kalibrirali svoje sisteme in kakšne rezultate so dosegli s svojo metodo. Na koncu 
sledi razprava in priporočilo, kateri model je najboljši za implementacijo v praks
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2. Teoretične osnove in pregled literature 
Razvilo se je večje število metod in sistemov pridobivanja 3D-oblike. Najprej so se razvile 
kontaktne metode merjenja površine, pri katerih je bil za pridobivanje prostorskih informacij 
o objektu potreben fizični dotik. Delijo se na porušne in neporušne. Primer neporušnih 
merilnikov je koordinatni merilni stroj (eng. Coordinate mesuring machine – CMM), ki se 
pogosto uporablja v industriji in dosega veliko točnost meritev. Drug primer neporušne 
metode je gibljiva merilna roka. Med porušne metode pa spada razrez merjenca, ki omogoča 
tudi merjenje notranje strukture. Sledile so jim brezkontaktne metode, ki temeljijo na 
oddajanju svetlobe ali druge oblike radiacije in sprejemanju odboja ter njegovi obdelavi. 
Delijo se na aktivne in pasivne, pri čemer aktivne metode oddajajo in sprejemajo valovanje, 
pasivne pa ga samo sprejemajo [8]. 
 
Med aktivne metode spada skeniranje s časom preleta. Ta za osvetlitev merjenca uporablja 
laser, ki je glavni del merilnika razdalje. Laser odda svetlobni blisk, merilnik pa meri čas do 
zaznave povratnega odboja. Ker je hitrost svetlobe poznana, lahko izračunamo razdaljo do 
objekta kot zmnožek hitrosti svetlobe in polovice pretečenega časa. Merilnik lahko naenkrat 
izmeri le eno točko, zato za merjenje večje površine spreminjamo smer žarka. Moderni 
merilniki lahko vsako sekundo zajamejo več deset tisoč točk [8]. 
 
Volumetrične tehnike se uporabljajo v zdravstvu ali industriji, kjer lahko pridobimo notranjo 
obliko objekta z zlaganjem večjega števila zajetih dvodimenzionalnih slik rentgenske 
naprave. Te tehnike se uporabljajo za primere, kjer moramo pridobiti podatke o notranji 
strukturi objekta brez njegove porušitve. Magnetna resonanca (MRI) temelji na tej metodi 
in se v medicini uporablja za opazovanje mehkih tkiv. V industriji se podobni sistemi 
uporabljajo za neporušno testiranje materialov ter bioloških in paleontoloških vzorcev [8]. 
 
Triangulacijski merilniki prav tako uporabljajo laserski žarek za osvetlitev površine. 
Lasersko piko na površini zajamemo s kamero. Na podlagi poznanih relacij med pozicijo 
laserja in kamere lahko s podobnimi trikotniki izračunamo razdaljo. V večini primerov 
namesto laserske pike na vzorec projiciramo linijo, kar skrajša čas meritve površine [8], [12]. 
 
Merilna metoda s strukturirano svetlobo spada med triangulacijske metode in deluje tako, da 
na površino digitalni projektor projicira svetlobni vzorec, kamera pa ga nato posname. 
Podatki o globini so pridobljeni z opazovanjem deformacije vzorca na merjenem objektu. 
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Kamera je od projektorja zamaknjena za majhno, vendar poznano razdaljo. Globino se 
izračuna glede na obliko deformiranega vzorca in je definirana v vsaki točki, na katero je 
projiciran vzorec, ter je hkrati v vidnem polju kamere. Število točk je odvisno od resolucije 
projiciranja in zajemanja slik. Prednost te metode je njena hitrost in natančnost, saj naenkrat 
zajame celotno vidno površino. Čas trajanja meritve je odvisen še od hitrosti in števila 
projiciranih in slikanih vzorcev. Nekateri sistemi omogočajo zajemanje premikajočih se 
objektov, vendar na račun hitrosti meritev izgubijo veliko natančnost fiksnih sistemov [7], 
[8], [12]. 
 
Brezkontaktne, pasivne tehnike ne oddajajo svetlobe, ampak sprejemajo odbito svetlobo iz 
okolja. Večina sistemov deluje v vidnem spektru svetlobe in je mogoča z majhnimi stroški 
vzpostavitve, saj potrebuje le eno ali več kamer. Stereoskopija deluje tako, da na isto 
površino usmerimo dve kameri in na podlagi razlik med obema slikama določimo 
oddaljenost posameznih točk. Metoda temelji na istem principu kot človeški stereoskopski 
vid. Fotometrija potrebuje za meritve samo eno kamero, vendar mora zajeti sliko površine v 
različnih svetlobnih pogojih. Silhuetne tehnike uporabljajo zunanje robove objekta, ki se 
ločijo od kontrastnega ozadja. Objekt je potrebno zajeti z vseh strani, vendar je potrebno 
vedeti, da konkavne površine s to tehniko ne bodo prepoznane [8]. Na sliki 2-1 vidimo 
delitev optičnih metod določanja 3D-površine. Delitev merilnih metod je obsežna, zato so v 




Slika 2-1: Delitev optičnih metod 3D-merjenja [12]  
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2.1. Delovanje digitalnega projektorja 
Merilni sistem za merjenja površine s strukturirano svetlobo je po navadi sestavljen iz DLP-
projektorja in digitalne kamere. Digitalni svetlobni projektor je naprava, ki uporablja optično 
mikro-elektro-mehansko tehnologijo (DLP, ang.: …) v obliki matrike elektro krmiljenih 
mikrozrnc. Tehnologija je bila razvita v laboratorijih Texas Instruments in se uporablja 
predvsem v digitalnih projektorjih in televizijah. Zrcalca so pritrjena nad CMOS-spominsko 
celico. Vsako zrcalo je možno individualno kontrolirati in postaviti v eno izmed binarno 
določenih stanj. V vključenem stanju zrcalo odbije vpadlo svetlobo skozi objektiv, v 
izključenem stanju pa jo usmeri stran od objektiva, kakor prikazuje slika 2-2. Z dovolj hitrim 




Slika 2-2: Osnovni princip delovanja digitalnega projektorja, kjer je prikazano zgolj eno 
mikrozrcalce [14] 
 
Ravno ali neaktivno stanje zrcala se nanaša na stanje izklopljenega projektorja. Projiciranje 
barv je doseženo na dva različna načina. Pri sistemih z eno matriko mikrozrcalc (v 
nadaljevanju čip) je svetloba projicirana skozi vrteče se barvno kolo, sestavljeno iz treh 
primarnih barv. Sistem s tremi čipi pa svetlobni vir usmeri na prizmo, ki loči tri primarne 
barve in jih ločeno vodi skozi projekcijski sistem. Svetloba posamezne barve je nato spet 
združena na leči in usmerjena v tarčo. DLP-tehnologija je neobčutljiva na svetlobni vir, zato 
se lahko uporablja v kombinaciji s ksenonskimi žarnicami, visoko zmogljivimi LED-
diodami ali laserskimi diodami. Svetlobni vir se izbere glede na željeno aplikacijo 
projektorja, saj svetlobna moč vira določa projekcijsko razdaljo in kakovost slike [14]. 
 
Telecentrična arhitektura projektorja DMD senzor postavi soosno s projekcijsko lečo. Žarki 
so znotraj sistema projektorja vzporedni. Razširijo se le na izhodni projekcijski leči, ki jih 
enakomerno razpršita v vse strani. Soosnost DMD in projekcijske leče se doseže s prizmo, 
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ki usmeri svetlobo vira na DMD ter nato prepušča odbito svetlobo na projekcijsko lečo. Pot 
potovanja svetlobe znotraj projektorja prikazuje slika 2-3. 
 
 
Slika 2-3: Telecentrična arhitektura optičnega sistema DLP-projektorja [14] 
 
Prednosti telecentrične arhitekture [14]: 
– enakomerne črne barve, 
– možna implementacija majhnega zamika optične osi za lažjo postavitev, 
– manj distorzij zaradi vpadnega kota svetlobe na projekcijsko lečo, 
– možna zamenjava projekcijske leče z drugo obliko. 
 
Slabosti telecentrične arhitekture [14]: 
– višja cena in večja teža sistema zaradi uporabe prizme, 
– izguba svetilnosti zaradi uporabe prizme, 
– manjši kontrast.  
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Netelecentrična arhitektura ima DMD nekoliko zamaknjen od optične osi projekcijske leče. 
Ta oblika zaradi dodatnega kota zamika oteži uporabo prizme pri usmerjanju svetlobe. Za 




Slika 2-4: Netelecentrična arhitektura optičnega sistema DLP-projektorja [14] 
Prednosti netelecentrične arhitekture [14]: 
– omogoča večji kontrast, 
– nižja cena zaradi manjšega števila sestavnih delov, 
– manjša velikost. 
 
Slabosti netelecentrične arhitekture [14]: 
– slabše prikazovanje črnih barv, 
– nastanek distorzije na robu prikazane slike zaradi kota projicirane svetlobe, 
– zaslonka zaradi kota izhodne svetlobe del nje odbije nazaj v napravo in povzroča 
segrevanje, 
– drago in zahtevno konstruiranje povečevalne (zoom) leče. 
 
2.2. Merjenje 3D-površine z digitalnim projektorjem in 
CCD-kamero 
Merjenje površine z digitalnim projektorjem in kamero je triangulacijska metoda, ki je 
primerna za merjenje oblike, pri čemer mora biti površina difuzna. Velika prednost metode 
je njena hitrost, saj zajame le nekaj fotografij, ki jih računalnik hitro obdela. Prav tako 
naenkrat zajame večjo površino, omejeno z velikostjo področja, ki ga osvetli projektor in je 
hkrati viden tudi kameri. Med meritvijo morata biti merjenec in merilni sistem stacionarna, 
da so vzorci, ki jih projiciramo, poravnani na isto območje za lažjo računalniško obdelavo 
[7], [8], [12]. 
 
Na merjeno površino najprej projiciramo tri iteracije fazno zamaknjenega sinusnega vzorca, 
kot je prikazano na sliki 2-5. Nato, za boljše prepoznavanje preskokov v globini, projiciramo 
še več različnih vzorcev Grayeve kode, s katero področje razdelimo na binarne razdelke in 
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izvedemo postopek razvijanja faze ter tako definiramo vidno površino. Po izvedeni 
računalniški transformaciji dobimo množico točk (oblak točk), ki jih lahko izrišemo oziroma 
uporabimo v nadaljnji analizi merjene površine. Dobljeni oblak točk v namenskih programih 
prikažemo kot tridimenzionalni model skenirane površine.  
 
Triangulacija točke v prostoru temelji na uporabi točkovnega modela kamere, na podlagi 
česar lahko iz poznanih parametrov ob upoštevanju konstantne razdalje do merjenega 
objekta izračunamo prostorske koordinate točk, ki jih definiramo glede na resolucijo 




Slika 2-5: Primer posnetkov merjenega telesa, osvetljenega s tremi svetlobnimi vzorci, ki so 
medsebojno fazno zamaknjeni za 2pi/3 
 
2.2.1. Izračun faze sinusoidnega zamika 
Metode 3D-merjenja s faznim zamikom se pogosto uporabljajo zaradi hitrosti in natančnosti 
pridobivanja podatkov o globini merjenega objekta. Na merjeno površino najprej 
projiciramo tri iteracije fazno zamaknjenega sinusnega vzorca, kot je prikazano na sliki 2-5. 
Med sabo so zamaknjeni za fazni kot 2 𝜋 3⁄  [1], [22], [28]. Intenziteto posameznega 
projiciranega vzorca zapišemo kot: 
 
𝐼1(𝑥, 𝑦) = 𝐼′(𝑥, 𝑦) + 𝐼''(𝑥, 𝑦)cos(𝜙 − 2 𝜋 3⁄ ) (2.1) 
𝐼2(𝑥, 𝑦) = 𝐼′(𝑥, 𝑦) + 𝐼''(𝑥, 𝑦)cos(𝜙) (2.2) 
𝐼3(𝑥, 𝑦) = 𝐼′(𝑥, 𝑦) + 𝐼''(𝑥, 𝑦)cos(𝜙 + 2 𝜋 3⁄ ). (2.3) 
 
𝐼𝑖(𝑥, 𝑦) = intenziteta posameznega profila, 
𝐼′(𝑥, 𝑦) = povprečna intenziteta, 
𝐼''(𝑥, 𝑦) = modulacija intenzitete, 
𝜙 = faza zamika. 
Razvito fazo pa izračunamo: 
𝜙′(𝑥, 𝑦) = arctan(
√3(𝐼1 − 𝐼3)
(2𝐼2 − 𝐼1 − 𝐼3)
) 




k = celo število, ki ponazarja vrstno število periode. 
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2.2.2. Ravijanje faze s pomočjo Grayeve kode 
Grayeva koda je optični binarni sistem kodiranja s črnimi in belimi področji. Vsaki 
sosednji področji sta med sabo binarno ločeni s črno in belo barvo. Večjo natančnost 
kodiranja dosežemo s projiciranjem več vzorcev Grayeve kode, ki se med sabo razlikujejo 
po številu binarnih faznih izmenjav (slika 2-6). Z večjim številom binarnih izmenjav se 
skrajša velikost vzorca posamezne faze. Grayeva koda z n-biti kodira vzorec z 2𝑛 
svetlobnimi področji [23], [28]. 
 




Slika 2-7: Določitev korelacije med fazo in bitom Grayeve kode [23] 
 
 
Slika 2-8: Združena fazni zamik in Grayeva koda [23] 
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Fazni zamik in Grayevo kodo združimo v absolutno fazo kot: 
 
𝜙(𝑥, 𝑦) = 2𝜋𝑚 + 𝜙′(𝑥, 𝑦), (2.6) 
pri čemer je m številka področja, ki ga določimo z Grayevo kodo, kakršna je prikazana na 
sliki 2-7. Projicirana Grayeva koda ima majhno ločljivost za detajle, vendar pa lahko zelo 
natančno določi globino merjenega objekta. Nasprotno od tega ima fazno zamaknjeni 
sinusoidni vzorec veliko ločljivost med detajli, ima pa težave z zaznavanjem globine površin 
z velikimi preskoki. Zaradi teh lastnosti se ti metodi uporabljata v kombinaciji in tako 
zagotavljata veliko natančnost meritve poljubnih površin. Združena s faznim zamikom 
omogočata razvitje faze, kot prikazuje slika 2-8 [23], [24], [28]. 
2.2.3. Izračun globine 
Izračun globine opazovanega predmeta temelji na principih triangulacije. Za izračun globine 
je potrebno poznati oddaljenost med projektorjem in kamero ter razdaljo do merjenega 
objekta ali razdaljo do merilne plošče, pred katero je postavljen objekt. V primeru uporabe 
strukturirane svetlobe v obliki fazno zamaknjenega sinusoidnega vzorca globino zaznamo 
kot spremembo v velikosti oz. intenziteti in poziciji projiciranih vzorcev na različnih delih 
merjenega objekta [28]. Enak princip zaznavanja globine velja tudi pri projiciranju različnih 
barv namesto sinusnega vzorca, kot je prikazano na sliki 2-9. Razdaljo do vsake točke 
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R = razdalja me točko P na merjencu in slikovno ravnino kamere. 
B = razdalja med slikovnima ravninama kamere in projektorja. 
𝛼 = kot med linijama R in B, kot prikazuje slika 2-9. 




Slika 2-10: Skica prikaza prereza objekta za izračun globine [28] 
 
Iz poenostavljenega prikaza določanja globine na sliki 2-10 lahko z enačbama 2.8 in 2.9 


















(𝜙 − 𝜙0) 
(2.9) 
 
d = razdalja med linijama, ki prihajata iz projektorja in kamere, se sekata v točki P in 
zaključita na referenčni ravnini. 
Z = razdalje me točko P in referenčno ravnino. 
L = razdalja med referenčno ravnino in kamero ter projektorjem. 
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2.3. Točkovni model kamere 
Točkovni model kamere (ang. Pinhole camera model) opisuje matematične relacije med 
koordinatami točke v realnem prostoru ter njihovo preslikavo na slikovno ravnino kamere. 
Zaslonka kamere se pri preslikavi obravnava kot točka, skozi katero povlečemo daljice med 
vsemi točkami realnega prostora z ujemajočimi točkami na slikovni ravnini. Primer 
preslikave prikazuje slika 2-11. Model ne upošteva kakršnih koli leč, ki fokusirajo svetlobo 








Slika 2-12: Modeliranje preslikave točke P iz objektnega prostora na ravnino kamerinega senzorja 
[21] 
 
Model ne upošteva nobenih oblik distorzije in drugih pogreškov realne kamere, kjer je 
potrebno objekt izostriti in velikost zaslonke ni neskončno majhna. Zaradi poenostavitev 
modela se ga lahko uporablja le kot groba aproksimacija projekcije iz 3D-scene v 2D-sliko 
[10], [11]. 
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Matematično točkovni model kamere zapišemo kot 
𝑠 ∗ 𝑝 = 𝐶 ∗ 𝑅𝑇 ∗ 𝑃,                          (2.10) 
kjer je s faktor povečave, p koordinata točke na senzorju, C matrika kamere, RT 
transformacijska matrika in P koordinata točke v naravi. 
 
Matriko kamere tvorijo notranji (intrinzični) parametri kamere: goriščna razdalja objektiva 
v v in u smeri (𝑓V, 𝑓U) ter lokacija izhodiščne točke (mesto, kjer optična os objektiva prebada 
senzorsko ravnino) s koordinatama 𝑐𝑈 in 𝑐𝑉. Ker so vse mere podane v slikovnih točkah, 











Zunanji (ekstrinzični) parametri kamere povezujejo realni in senzorski koordinatni sistem 




𝑟11 𝑟21 𝑟31 𝑡𝑥
𝑟12 𝑟22 𝑟32 𝑡𝑦
𝑟13 𝑟23 𝑟33 𝑡𝑧







𝑟𝑖 so rotacijski parametri matrike okoli izhodiščne točke. 𝑡𝑖 so translacijski parametri 











𝑟11 𝑟21 𝑟31 𝑡𝑥
𝑟12 𝑟22 𝑟32 𝑡𝑦
𝑟13 𝑟23 𝑟33 𝑡𝑧













kjer je s vektor homogenih koordinat v imaginarnem sistemu kamere [4], [21]. 
 
2.4. Optične aberacije 
Merilni sistem pri metodi s strukturirano svetlobo je v našem primeru sestavljen iz DLP-
projektorja in sivinske kamere. Oba sistema vsebujeta leče za usmerjanje svetlobe in sta zato 
podvržena optičnim aberacijam. 
 
Aberacije so odstopki od idealnega linearnega optičnega sistema, katerega preslikava je 
opisana v prejšnjem podpoglavju. Običajno se aberacije delijo na: sferično, koma, 
astigmatizem, ukrivljenost polja, barvna napaka, distorzija, ki so opisane v nadaljevanju 
[13]. 
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2.4.1. Sferična aberacija 
Sferično aberacijo, kjer se periferni žarki preveč lomijo in je njihovo gorišče bližje leči, kot 




Slika 2-13: Sferična aberacija [13] 
 
2.4.2. Koma 
Koma se pojavi pri žarkih, ki niso kolinearni z optično osjo in izhajajo daleč stran od optične 





Slika 2-14: Koma [13] 
 
  




Astigmatizem se prav tako pojavi pri nekolinearnih žarkih. Vertikalni in horizontalni 
ravnini difuzivnega svetlobnega vira imata zamaknjeni gorišči zaradi ukrivljenosti leče, kar 




Slika 2-15: Astigmatizem [13] 
 
2.4.4. Ukrivljenost polja 
Aberacija ukrivljenosti polja povzroča ukrivljeno sliko planarnega objekta. Zaradi napačno 




Slika 2-16: Ukrivljenost polja [13] 
  
  Teoretične osnove in pregled literature 
 
14 
2.4.5. Barvna napaka 
 
Kromatična aberacija preslika kolinearne žarke različnih valovnih dolžin v različna gorišča. 
Do tega pride zaradi pojava disperzije, kar pomeni, da je lomni količnik leče odvisen od 




Slika 2-17: Kromatična aberacija [13] 
 
2.4.6. Distorzija  
Distorzija v geometrijski optiki predstavlja odstopanje od idealne linearne projekcije. Do 
distorzije pride zaradi ukrivljenosti leče. Radialna distorzija se največkrat pojavi v obliki 
sodčkaste (slika 2-18), blazinaste (slika 2-19) ali brkate (slika 2-20) oblike, ki so značilne za 




Slika 2-18: Sodčkasta 
distorzija [9] 
 
Slika 2-19: Blazinasta 
distorzija [9] 
 
Slika 2-20: Brkata distorzija 
[9] 
 
Sodčkasta in blazinasta distorzija se pojavita pri bikonveksni leči. Sta glavni vzrok za 
praktične omejitve preprostih zbiralnih leč. Distorzija se pojavi pri preslikavi skozi lečo, saj 
samo z eno lečo ne moremo zagotoviti pravilne preslikave na celotnem vidnem polju. 
Povečava je odvisna od goriščne razdalje, zato se na različnih področjih leče spreminja. Pri 
idealni leči je preslikana slika popolnoma ostra, potrebna pa je tudi kamera z idealnim 
točkovnim modelom. Ob upoštevanju distorzije pa se deli slike, ki so najbolj oddaljeni od 
središča, deformirajo v obliki sodčkaste, blazinaste ali brkate distorzije. Sodčkasta oblika je 
najbolj pogosta pri širokokotnih objektivih, blazinasta pa pri objektivih z veliko povečavo. 
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Distorzijo lahko korigiramo na fizičen način z vpeljavo sistema leč, ki minimalizira njene 
vplive [9], [13]. 
 
Distorzijo slike matematično korigiramo tako, da ji prištejemo inverz izmerjene distorzije. 
Za vsako točko nepopačene slike je potrebno določiti, s katero točko popačene slike se 
ujema. Relacije se lahko pridobi z iterativnim izboljševanjem enačb Brownovega modela [9] 
ali matrikami odstopanja vsake posamezne točke. Brown-Conradyjev model, predstavljen z 
enačbama 2.14, 2.15, korigira tangencialno in radialno distorzijo, ki nastane zaradi 
nelinearnosti sestavnih elementov leče [9]. 
 
𝑥𝑢 = 𝑥𝑑 + (𝑥𝑑 − 𝑥𝑐)(𝐾1𝑟
2 + 𝐾2𝑟
4+. . . ) + (𝑃1(𝑟
2 + 2(𝑥𝑑 − 𝑥𝑐)
2) + 2𝑃2(𝑥𝑑
− 𝑥𝑐)(𝑦𝑑 − 𝑦𝑐))(1 + 𝑃3𝑟
2 + 𝑃4𝑟
4. . . ) 
 
(2.14) 
𝑦𝑢 = 𝑦𝑑 + (𝑦𝑑 − 𝑦𝑐)(𝐾1𝑟
2 + 𝐾2𝑟
4+. . . ) + (𝑃2(𝑟
2 + 2(𝑦𝑑 − 𝑦𝑐)
2) + 2𝑃1(𝑥𝑑 −
𝑥𝑐)(𝑦𝑑 − 𝑦𝑐))(1 + 𝑃3𝑟
2 + 𝑃4𝑟




pri čemer so: 
𝑥𝑢, 𝑦𝑢 točke preslikave pridobljene z idealno pinhole kamero in brez distorzije, 
𝑥𝑑 , 𝑦𝑑 distorzirane točke na slikovni ravnini, kamor so preslikane z opazovano lečo, 
𝑥𝑐, 𝑦𝑐 center distorzije – predpostavljen za izhodiščno točko, 
𝐾𝑛 koeficient radialne distorzije n-tega reda, 
𝑃𝑛 koeficient tangencialne distorzije n-tega reda. 
 
𝑟 = √(𝑥𝑑 − 𝑥𝑐)2 + (𝑦𝑑 − 𝑦𝑐)2 
 
(2.16) 
 𝑥𝑢 = 𝑥𝑐 +
𝑥𝑑 − 𝑥𝑐
1 + 𝐾1𝑟2 + 𝐾2𝑟4+. . .
 
(2.17) 
𝑦𝑢 = 𝑦𝑐 +
𝑦𝑑 − 𝑦𝑐




Za popisovanje radialne distorzije z delitveno metodo enačbi 2.17 in 2.18 podata boljše 
rezultate kot enačbi 2.14 ter 2.15. Z uporabo istih parametrov delitveni model potrebuje 
krajšo enačbo in poda boljše rezultate. Podane enačbe dajejo najboljše rezultate za središčno 
simetrične oblike distorzije, kot sta sodčkasta ali blazinasta distorzija. Npr. koeficient 𝐾1 je 
za sodčkasto distorzijo pozitiven, za blazinasto distorzijo pa negativen [9], [17]. Uporabljajo 
se tudi krajše oblike popisa enačb distorzije: 
 
 











Enačbi 2.19 in 2.20 popisujeta radialno distorzijo, katere oblika prikaže ravne črte kot 
ukrivljene. Radialna distorzija je bolj izrazita daleč od središča slike [18]. 
 
𝑥𝑑𝑖𝑠𝑡𝑜𝑟𝑧𝑖𝑗𝑒 = 𝑥 + [2𝑝1xy + 𝑝2(𝑟
2 + 2𝑥2)]  
(2.21) 
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𝑦𝑑𝑖𝑠𝑡𝑜𝑟𝑧𝑖𝑗𝑒 = 𝑦 + [𝑝1(𝑟
2 + 2𝑦2) + 2𝑝2xy]  
(2.22) 
 
Distorzijski koeficienti (𝑘1, 𝑘2, 𝑘3, 𝑝1, 𝑝2) 
Enačbi 2.21 in 2.22 popisujeta tangencialno distorzijo, do katere pride, kadar slikovna in 
realna ravnina med seboj nista popolnoma vzporedni. Posledično deli slike izgledajo bližje, 




3.  Metode korekcije distorzije 
projektorja 
Metode korekcije objektivov se glede na vrsto distorzije delijo na dva tipa:  
a) parametrične metode korekcije in  
b) tabele translacijskih vektorjev za posamezno točko (ang. Lookup tables, LUT).  
 
Vse metode popisa distorzije temeljijo na točkovnem modelu kamere. Vsi upoštevajo dobro 
raziskano področje distorzij leč kamer in poskušajo prevesti enačbe še na distorzijo 
projektorja. To naredijo tako, da projektor obravnavajo kot inverzno kamero in tako iščejo 
povezavo med točkami projektorja in kamere. Težave pri kalibriranju projektorja nastanejo 
zaradi obratne smeri sledenja svetlobe ter posledične neprilagojenosti kalibracijskih metod 
kamere. Dodatni problem pri kalibraciji projektorja je netelecentrična arhitektura večine 
izdelkov na trgu. Avtorji pri parametričnih metodah korekcije opažajo večje vplive 
netelecentričnosti, saj v osnovnem matematičnem modelu ni predviden 100 % zamik optične 
osi projektorja [1], [3], [4]. Slabost tabelarične metode pa je osredotočanje na korekcijo 
celotnega merilnega sistema namesto posameznih elementov, torej ločeno projektorja in 
kamere. To pomeni, da je metoda neprimerna za korigiranje sistemov, ki ne vsebujejo 
kamere in projektorja. 
 
Proces pridobivanja podatkov je sestavljen iz projiciranja vzorcev na kalibracijsko ploščo in 
zajemanja teh s kamero. Na kalibracijsko ploščo se v odvisnosti od postopka projicirajo 
samo različne kombinacije fazno zamaknjene sinusoide in Grayeve kode. Vzorci se zajemajo 
v vertikalni in horizontalni usmerjenosti ali pa samo v eni od njiju. Kalibracijska plošča ima 
na površini natisnjene različne umerjene vzorce. Površina mora biti ravna in difuzno odbijati 
svetlobo. Najpogostejši je vzorec črno-bele šahovnice, ki je uporabljen tudi pri klasični 
kalibraciji kamere. Uporabljajo se tudi mrežno razporejeni vzorci obročev ali diamantov. 
  




3.1. Parametrične metode korekcije 
Parametrični modeli korekcije najprej pridobijo relacije med točkami projektorja in kamere 
ter s klasičnim modelom distorzije poskušajo s parametričnimi enačbami korigirati 
distorzijsko površino. Za popis tangencialne in radialne distorzije se uporabljajo enačbe 
distorzije 2.19–2.22 do četrtega reda. Ker sta kamera in projektor nekoliko zamaknjena, se 
za korekcijo nepravokotnosti med kamero in kalibracijsko površino uporablja homografija 
[19]. 
 
Parametrične metode natančnost rezultatov kalibracije dosegajo na dva načina:  
a) s predhodno kalibrirano kamero ali  
b) z iterativnim izboljševanjem rezultatov.  
Pri modelih s predhodno kalibrirano kamero je končna natančnost sistema odvisna od 
kakovosti kalibracije kamere. Pogreški kalibracije obeh elementov se bodo sešteli. 
Eksperimenti Song et al. [25] so pokazali, da so lahko pogreški kalibracije projektorja za 
eno potenco večji od pogreškov kamere.  
 
Pri iterativnih metodah pa korekcijo kamere in projektorja obravnavamo kot skupen sistem, 
zato predhodna kalibracija kamere ni potrebna. Rezultate izboljšujejo tako, da spreminjajo 
intrinzične in ekstrinzične parametre ter opazujejo, kako ti vplivajo na generirano 
distorzijsko površino in primerjajo rezultate z idealnimi, ki so pridobljeni na podlagi 
idealnega točkovnega modela kamere [2], [3], [4]. Alternativna metoda pa primerja 
distorzijsko površino in idealno površino, pridobljeno s točkovnega modela kamere, ter 
prištejejo razliko med modeloma h končni korekcijski površini [27]. 
  
Parametre transformacij obe metodi dobita s projiciranjem fazno zamaknjenega vzorca v 
horizontalni in vertikalni smeri [3], [4] ali vzorca Grayeve kode [2]. Največja težava teh 





Slika 3-1: Distorzija polja pred korekcijo [3] 
 
Slika 3-2: Distorzija polja po korekciji z 
iterativno parametrično metodo [3] 
 
Slika 3-1 prikazuje distorzijsko površino pred korekcijo pri netelecentričnem projektorju. 
Netelecentričnost projektorja se na sliki 3-4 jasno vidi, saj je središče distorzijskih krogov 
(izbočeni predeli) nekoliko odmaknjeno od središča celotne projekcijske površine. S slike 3-




4 je razvidno, da iterativna parametrična korekcija še vedno pušča območja večje distorzije 
na ogliščih nasprotno od stranice, na kateri se nahaja izhodiščna točka netelecentričnega 
projektorja, vendar v primerjavi z nekorigiranim sistemom znatno izboljša rezultate [3]. 
Iterativna parametrična metoda ni računsko prezahtevna in ne potrebuje dodatne opreme za 
izvedbo kalibracije. Doseže tudi znatno izboljšanje rezultatov v njihovi homogenosti oz. 
točnosti po izvedbi kalibracije. 
 
Natančnejša metoda parametrične korekcije [6] je dosežena z uporabo delilnika žarka, ki 
omogoča kolinearno postavitev kamere in projektorja (slika 3-3). Tako se znebi pogreškov, 
ki nastanejo zaradi neujemanja optičnih osi in uporabe homografije. Rezultate raztrosa 
meritev vidimo na sliki 3-4, kjer je jasno, da so odstopki pri kolinearni postavitvi manjši od 








Slika 3-4: Primerjava reprojekcijskih pogreškov pri kolinearni postavitvi (a) in klasični navzkrižni 
postavitvi (b) [6] 
 
  




3.2. Tabelarični pristop korekcije vsake točke posebej  
Tabelarični pristop korekcije gradi tabelo, v kateri je vpisan smerni vektor korekcije za vsako 
točko. Pristop temelji na ugotovitvi, da lahko vzorec na slikovni in objektni ravnini 
obravnavamo kot končno število točk. Vsaki točki na slikovni ravnini zato določimo 
ujemajočo točko na objektni ravnini. Korekcijske parametre tako pridobimo iz relacij med 
idealnimi pozicijami točk na slikovni ravnini in dejanskimi pozicijami na objektni ravnini. 
Metode obravnavajo sistem kamere in projektorja kot črno skrinjo, zato se ne ukvarjajo z 
obstoječimi matematičnimi modeli distorzije, ampak iščejo samo relacije med faznimi 
vrednostmi projiciranega vzorca in točkami slike [20], [26], [5]. Preprosta tabela se zapiše 
kot: 
 
LUT[𝜙(𝑥, 𝑦), ∆𝜑(𝑥, 𝑦)] = 𝜑(𝑥, 𝑦) − 𝜑𝑟(𝑥, 𝑦),     3.1 
 
𝜙(𝑥, 𝑦) je fazni zamik, 
∆𝜑(𝑥, 𝑦) je tabela pogreškov, 
𝜑(𝑥, 𝑦) je realna vrednost točk, 
𝜑𝑟(𝑥, 𝑦) je referenčna vrednost točk. 
 
Iz enačbe 3.1 je razvidno, da so pridobljene relacije med referenčnimi in realnimi točkami 
linearne. Zaradi korigiranja vsake posamezne točke je prednost LUT-metod njihova visoka 
natančnost. Slabost korekcije z LUT-metodo je velika odvisnost kalibracijskega postopka 
od ločljivosti projektorja. Sodobne kamere imajo mnogo višjo ločljivost od projektorja, zato 
pri kalibraciji ne povzročajo težav. DLP-projektorji nadoknadijo manjšo ločljivost z 
linearnim svetlobnim odzivom, ki omogoča kalibracijo večjega števila končnih točk, kot je 
njihova projekcijska ločljivost. To se imenuje podtočkovna kalibracija (ang. Sub pixle 
calibration) in je mogoča zaradi prehajanja in mešanja dela svetlobe posameznih točk. 
Razlika med hibridno metodo korekcije (slika 3-5) in klasično LUT-metodo (slika 3-6) je 
opazna predvsem pri hrapavosti dobljene površine, pri čemer klasična LUT-metoda ne 
uporablja interpolacije podtočkovnih točk in zato ustvari bolj hrapavo površino. Razlike med 
površinama se najbolj opazijo pri sistemih, kjer imata kamera in projektor nekajkratno 
razliko v ločljivosti. Druga slabost metode je daljši čas, ki je potreben za obdelavo podatkov 
in pridobivanje relacij med realnimi in referenčnimi točkami. Obdelava se opazno podaljša 
pri projektorjih in kamerah z visokimi ločljivostmi.  
  





Avtorja Zhang in Shang [1] sta tipično LUT-metodo nekoliko spremenila. Ločila sta 
kalibracijo kamere in projektorja, pri čemer sta projektor dobesedno obravnavala kot 
inverzno kamero. Najprej sta pridobila relacije med točkami projektorja in kamere ter iz njih 
generirala imaginarno sliko površine, ki jo ''slika'' projektor. Na pridobljeni imaginarni sliki 
sta nato izvedla klasično kalibracijo kamere. Na takšen način sta obravnavala projektor kot 
pravo inverzno kamero. Iz skale reprojekcijskih pogreškov na sliki 3-7 vidimo, da so s to 




Slika 3-3: Reprojekcijski pogreški korigirane kamere (a) in projektorja (b) [1] 
 
Določanje distorzije vsake posamezne točke je pri metodi [5] pridobljeno s projiciranjem na 
fotodiodno zaznavalo. Vsako navpično vrsto točk projiciramo na fotodiodno zaznavalo, ki 
je pritrjeno na voden voziček. Celotno območje projektorja zajamemo tako, da po vrsti 
projiciramo vertikalne svetlobne linije in voziček premikamo tako, da svetloba v celoti sveti 
na senzor, kar shematsko prikazuje slika 3-8. Zaradi sipanja svetlobe projektorja je lokacija 
točke na fotodiodi določena tam, kjer je moč vpadle svetlobe največja. Parametre korekcije 
 
Slika 3-1: Površina vzorca s hibridno korekcijo 
distorzije [26] 
 
Slika 3-2: Površina vzorca z LUT-korekcijo 
distorzije [26] 




se pridobi iz izračunanih relacij med idealno in realno pozicijo točke. Rezultati te metode 













Iz tabele 1 opazimo, da dobimo najboljše kalibracijske rezultate pri LUT-metodi, ki 
uporablja svetlobno zaznavalo [5], saj doseže srednjo vrednost odstopkov 0,05–0,38 px. Pri 
parametričnih metodah pa daje najboljše rezultate metoda s koaksialno postavitvijo kamere 
[6] s kvadratnim korenom odstopanja RMS 0,07646 px, sledijo ji metode z iterativnim 
postopkom izboljšave kalibracije [27] RMS = 0,0955 px. Hitro lahko opazimo, da najboljše 
rezultate korekcije dosegajo metode, pri katerih je potrebna dodatna oprema za določitev 
distorzije, kot sta metodi z delilnikom žarka in fotodiodnim zaznavalom svetlobe. Ti metodi 
dosegata odlične rezultate, kljub temu da uporabljata drugačni postopek kalibracije. 
Potrebujeta pa dodatne pripomočke, do katerih je potreben dostop in povečajo zahtevnost 
izvedbe kalibracije. Kalibracija distorzije z LUT-metodo v najboljšem primeru dosega 
manjše pogreške kot parametrične korekcije, v ostalih primerih pa sta si principa po 
rezultatih podobna. Njihova poglavitna slabost je daljši čas, ki je potreben za določitev 
kalibracijskih parametrov vsake točke. Obravnavanje sistema kot črno skrinjico naredi 
celoten postopek iskanja povezav med realnimi in imaginarnimi točkami bolj zamuden [27]. 
Parametrične metode pa na račun večje kompleksnosti zaradi uporabe dodatnih enačb 
skrajšajo čas obdelave. Dodatna težava parametričnih metod kalibracije je neprilagojenost 
matematičnega modela korekcije za obravnavo projektorjev z netelecentrično arhitekturo. 
Med parametričnimi metodami dobimo boljše rezultate z metodami iterativnega 
izboljševanja vhodnih parametrov. Pri obeh tipih kalibracije je prednost uporaba kamere in 
projektorja z večjo ločljivostjo, med njima pa večjo vlogo predstavlja ločljivost kamere, saj 
so meje med projiciranimi točkami projektorja zabrisane in zato omogočajo podtočkovno 
kalibracijo. Pri izbiri ločljivosti se moramo zavedati, da z njenim povečanjem podaljšamo 
čas obdelave podatkov. 
 
 




Tabela 1: Primerjava rezultatov tabelaričnih metod kalibracije 
Natančnost distorzijskih korekcij posameznih LUT-metod 
 Primer 1 [1] Primer 2 [4] Primer 3 [5] 
Ločljivost projektorja 1024 x 768 912 x 1140 1024 x 768 
Ločljivost kamere 532 x 500 3312 x 2488 Za evalvacijo 2456 x 
2058 
RMS odstopek 0,1–0,22 mm 0,1317 px / 
Srednja vrednost 
odstopka 
/ 0,1156 px 0,05–0,38 px  
 
 
Tabela 2: Primerjava rezultatov parametričnih metod kalibracije 
Natančnost distorzijskih korekcij posameznih parametričnih metod 
 Primer 1 [2] Primer 2 [3] Primer 3 [6] Primer 4 [23] Primer 5 [27] 
Ločljivost 
projektorja 
1024 x 768 912 x 1140 1024 x 768 1024 x 768 912 x 1140 
Ločljivost 
kamere 
4272 x 2848 3312 x 2488 1360 x 1024 1280 x 1024 3312 x 2488 
RMS 
odstopek 




/ 0,1204 px / / / 
  




Za uporabo v praksi mora izbrana metoda zagotavljati zadostno izboljšavo natančnosti 
rezultatov s kratkim časom obdelave podatkov in enostavno postavitvijo merilnega sistema. 
Na podlagi teh kriterijev menim, da so najbolj primerne metode za implementacijo v 
merilnih sistemih parametrične metode z iterativnim izboljšanjem rezultatov, saj poleg 
kamere in projektorja v merilnem sistemu ne potrebujejo ničesar. Njihov postopek določanja 
relacij med realnimi in imaginarnimi projekcijami je dobro raziskan in razložen v literaturi. 
Za popis distorzije se uporabljajo enačbe iz poglavja 2.4.6. Iterativno izboljševanje rešitve s 
spreminjanjem intrinzičnih in ekstrinzičnih parametrov ali prištevanjem razlike do popolne 





Korekcija distorzije 3D-merilnega sistema projektorja in kamere se deli na tabelarični in 
parametrični pristop h korekciji. Tabelarični (LUT) pristop dosega nekoliko boljše rezultate 
korekcije, pogreški srednje vrednosti so med 0,1156 px in 0,05 px, vendar je njegova 
implementacija počasna in zamudna. Parametrični pristop dosega nekoliko slabše, a še 
vedno primerljive rezultate korekcije, ki dosegajo natančnost RMS med 0,07646 px in 
0,1821 px, ob iterativnim izboljševanju pa natančnost do 0,0955 px. Parametrični pristop 
ima tudi krajši čas obdelave podatkov in enostavnejšo implementacijo. Zaradi omenjenih 
prednosti predlagam, da se njegove metode uporabljajo pri nadaljnjem izvajanju meritev, 
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